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EXAMEN DE M1
SESSION JANVIER 2007
DUREE 3 HEURES

Toute réponse doit étre justifiée ; la clarté du raisonnement sera prise
en compte dans la notation.
Documents et calculatrices interdits.

Questions de Cours

.(1) Enoncer le théoréme de Rolle.

(2) Démontrer le théoréeme de Rolle.

(3) Donner la définition de la fonction 2 — Arccos(z). Quel est
son domaine de définition ? Quelle est sa dérivée 7

(4) Montrer que, si la limite d’une suite existe, elle est unique.

Exercice 1: On considére la fonction f: R — R définie par
3 22 1
f(z) = 9 + 3 + 9
et on définit la suite (z,).>0 en posant zo = 0 et z,41 = f(z,) pour
n € N.
(1) Montrer que I’équation z*> — 3z + 1 = 0 posséde une solution
unique « dans lintervalle €]0,1/2[.
(2) Montrer que l’équation f(z) = x est équivalente & ’équation
3 — 3z +1 = 0 et en déduire que « est I'unique solution de
’équation f(z) = z dans l'intervalle [0, 1/2].
(3) Montrer que f(R*) C Rt et que la fonction f est croissante sur
R*. En déduire que la suite (z,) est croissante.
(4) Montrer que f(1/2) < 1/2 et en déduire que 0 < z, < 1/2 pour
tout n > 0.
(5) Montrer que la suite (x,),>0 converge vers a.
(6) Pouvait-t-on conjecturer ce résultat graphiquement ?

Exercice 2: Soient z et y réels avec 0 < z < y.
(1) Montrer que
P
Iny—Inx
[[On appliquera le théoréme des accroissements finis & z —
Inz.|

<.
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2 EXAMEN DE M1 SESSION JANVIER 2007 DUREE 3 HEURES

(2) On considere la fonction f définie sur [0, 1] par
ar— fla)=Inlaz+(1-a)y) —alnz— (1—-a)lny.

Montrer que f est deux fois dérivable sur [0,1]. Calculer f’ et
fﬂ'.

(3) Montrer que f' est strictement décroissante sur [0, 1]. Montrer
que f/(0) > 0, f’(1) < 0. [[Utiliser la premiére question.]]

(4) Montrer qu’il existe ¢ unique dans [0, 1] tel que f'(c) = 0.

(5) Etablir le tableau de variation de f.

(6) De ’étude de f, déduire que pour, tout a de |0, 1,

alnz+ (1 —a)lny < In(az + (1 — a)y).

Donner une interprétation géométrique.

Exercice 3:
(1) Soit la fonction f : [-1, +OO,[_.’ R, définie par f(z) = e
Montrer que f admet une réciproque que l'on explicitera.
(2) Trouver un intervalle de R sur lequel la fonction g(z) = tan(z®)

admette une fonction réciproque. Déterminer la bijection réciproque

(on précisera le domaine de définition de cette réciproque et son
image).



EXAMEN DE M1
DEUXIEME SESSION
SEPTEMBRE 2006

Toute réponse doit étre justifiée ; la clarté du raisonnement sera prise

en compte dans la notation.
Documents et calculatrices interdits.

Questions de Cours
(1) Enoncer le théoréme des accroissements finis.
(2) Donner la définition de la fonction z — Arcsin(z). Quel est
son domaine de définition 7 Quelle est sa dérivée ?
(3) Ecrire en langage mathématique : “f(z) tend vers 1 quand z
tend vers +o00.”

Exercice 1: Soit f la fonction de R} valeurs dans R définie par
f(z) =2z In(z) —z + 1.

(1) Calculer f’ et étudier les variations de f.

(2) Calculer

xli»%l“' f(x)1

lim f(x).

T—=-00
(3) Montrer que ’équation f(z) = 0 a deux solutions 1'une dans
0, 7z [, Vautre dans |-, +-o0l.

Exercice 2:
(1) Simplifier 'expression
Arcsin(sin(2z))
pour z € [0, §].
3r 3

(2) Dessiner le graphe de f(z) = Arcsin(sin(2z)) sur -3, 2],
(3) Calculer f(2m), f(IX), f(5F).

Exercice 3: Soit n > 1, on définit la fonction g, de [0, 1] & valeurs
dans R par g,(z) = 2" +22% —z — 1.
(1) Montrer que g,(z) < 0siz € [0, 1].

(2) Montrer que g, est strictement croissante sur [, 1].
1



EXAMEN DE M1 DEUXIEME SESSION SEPTEMBRE 2006

(3) En déduire que, pour tout n > 1, il existe un unique z,, appar-
tenant & |3, 1[ tel que gn(z,) = 0.
(4) Montrer que, pour tout n > 1, gn(Zni1) > 0.
[[Utiliser le fait que gpt1(znt1) = 0.]]
5) En déduire que la suiite (z,) est croissante.
6) Montrer que la suite (z,) converge. On appelle a sa limite.
7) Montrer que a appartient & I'intervalle [1,1].
8) On veut montrer que ¢ = 1. On raisonne par I’absurde et on
suppose que % <a<l
(a) Montrer que la suite (a™) converge vers 0. En déduire que
la suite (z') converge vers 0.
(b) Déduire de la question précédente que 2a®> —a—1 =0 ().
[ Passer & la limite dans l’expression g,(z,) = 0.]]
(c) Montrer que ’équation (*) améne a une contradiction et
conclure que a = 1. o

2/2__
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