CHAPITRE III

SUITES NUMERIQUES

II1.1. Définitions

DEFINITION IIL1. Une suite (u,) de réels est une application u : N — R
ol on note uy,, de préférence a u(n), 'image de n € N par cette application.
On dit aussi que (u,,) est une suite numérique.

Par exemple la suite des entiers naturels est la suite numérique telle que
Uy = M.

On peut se donner une suite de diverses manieres :

Si f: R — R est une fonction, sa restriction aux entiers définit une
suite. Par exemple la fonction f(z) = 2% + 1 définit la suite (u,) ot
Uy = n? + 1.

On peut procéder par récurrence : on donne ug ainsi qu'une formule
qui donne la valeur de u,y1 en fonction de celle de u,. Par exemple,
si on pose ug = 0 et up4+1 = uy, + 1, on retrouve la suite des entiers
naturels.

On peut procéder par double récurrence : on donne ug et uq ainsi
qu'une formule qui donne la valeur de u,, 2 en fonction de celle de u,, et
Upy1. Par exemple, on pose ug = 0,u; = 1 et upyo = Uy + Upy1. Clest
la fameuse suite de Fibonacci, dont on donne ci-dessous les premiers
termes :

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, ...

REMARQUES II1.2. 1) On pourrait encore imaginer une triple récurrence,
et plus largement, envisager n’importe quel procédé qui permette de définir
une application des entiers dans les réels.

2) On peut aussi considérer des suites (uy) indexées a partir d’un entier
k (I'application u n’est définie que sur les entiers n > k). On note (up)n>k
lorsqu’on veut indiquer a partir de quel entier on indexe la suite. Par exemple
on peut considérer la suite (In(n)),>1 (qui n’est définie que pour n > 1).

3) On peut aussi considérer des suites de complexes, définies par une
application u : N — C. Pour tout n, on a alors u, € C. Une suite de réels
n’est jamais qu’une suite de complexes particuliere.
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14 III. SUITES NUMERIQUES

DEFINITIONS IIL1.3. Soit (u,) une suite de réels.

e On dit que la suite (uy,) est monotone croissante (resp. monotone
décroissante) si il existe un entier N tel que, pour tout n > N, on a
Upt1 > Up (T€SP. Upt1 < Up).

e On dit que la suite (uy) est stationnaire si il existe un entier N tel
que, pour tout n > N, on a Upq1 = Up.

e On dit que la suite (u,) est majorée (resp. minorée) si il existe un
entier N et un nombre réel A tel que, pour tout n > N, on a u, < A
(resp. un nombre réel B tel que u, > B). On dit que la suite est bornée
si elle est a la fois majorée et minorée.

REMARQUES I11.4. 1) Seul le comportement asymptotique nous intéresse,
c¢’est pourquoi on considére chaque propriété pour n grand (c’est a dire pour
n supérieur a un certain entier V).

2) On peut aussi parler de suite strictement monotone : si, pour n grand,
on a Upii > Uy (resp. upt1 < uy), on dit que la suite est strictement
croissante (resp. strictement décroissante).

3) Il n’y a pas d’ordre naturel sur les complexes et la notion de suite
monotone complexe n’a donc aucun sens. En revanche, on peut parler de
suite compleze stationnaire (avec la méme définition que pour les suites
réelles) ainsi que de suite complexe bornée : on dit qu'une suite complexe
(up) est bornée, §’il existe un entier N et un réel M > 0 tel que, pour tout
n> N, on a |u,| < M.

Suite extraite.

DEFINITION II1.5. Soit (u,) la suite numérique définie par I'application
u: N~ Ret o : N+ N une application (des entiers sur les entiers)
strictement croissante. La suite (v,,) définie par l'application v = uw o ¢ est
appelée suite extraite de (uy,).

La suite extraite (v,) est donc telle que vy, = ug(y)-

ExeEMPLES II1.6. 1) Soit £ > 0 un entier et ¢ 'application telle que
©(n) = n + k. La suite extraite est alors la suite (v,) telle que v, = upik
(obtenue en ignorant les k premiers termes et en décalant les autres termes
de la suite).

2) Soit ¢ l'application telle que ¢(n) = 2n. La suite extraite est alors la
suite (vy,) telle que v, = ug, (obtenue en ne gardant que les termes d’indice
pair).

3) Soit ¢ I'application telle que ¢(n) = n?. La suite extraite est alors la suite
(vp) telle que v, = u,2 dont les premiers termes sont

Ug, U1, Ugq, U9, U16, U25, - - - -
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111.2. Convergence

DEFINITION III.7. On dit qu’une suite (u,) converge vers a € R, on note
lim (u,) = a, si
n—oo

Ve>0,dINeN, n >N = |u, —a| <e.
On dit aussi que a est la limite de la suite (uy). Sila suite a une limite, on
dit qu’elle est convergente, sinon on dit qu’elle est divergente.
On peut aussi dire que, pour tout £ > 0, on a
a—c<u,<a-+e

pour n grand (c’est a dire supérieur a un entier N). Soulignons que N dépend
du réel € (on pourrait le noter V. pour bien insister sur ce point).

ExeMPLES II1.8. 1) La suite (uy,)n>1 définie par u, = 2 est convergente
de limite 0.

2) Une suite stationnaire est convergente de limite la valeur commune
des termes u,, (valeur commune pour n grand).

On dit la limite, car celle ci est unique :
PROPOSITION II1.9. Une suite (u,) a au plus une limite.

DEMONSTRATION. Supposons par I’absurde qu’il y a deux limites a < b.
Choisissons € > 0 tel que a + & < b — ¢ (par exemple € = bfT“) Alors, pour

n grand, on a
a—e<up<at+e<b—e<u,<b+e.

On aboutit & une contradiction! [

On ne change pas la limite d’une suite en négligeant un nombre fini de
termes. Plus généralement, on a le résultat suivant.

THEOREME I11.10. Si une suite (u,) est convergente et de limite a, alors
toute suite extraite de la suite (u,) est convergente et de limite a.

DEMONSTRATION. Si ¢ : N — N est une application strictement crois-
sante, alors ¢(n) > n pour tout n. On peut s’en convaincre par récurrence :
pour n =0, on a ¢(0) > 0, et si c’est vrai pour n, alors p(n+1) > p(n) > n,
donc p(n+1) >n+1.

Pour la suite (u,) on a

Ve>0,INeN, n> N = |u, —a| <e.
Comme ¢(n) >n,n > N = ¢(n) > N = |uym) —al <e.

Pour la suite extraite (v,) définie par v, = (), on a donc aussi

Ve>0,INeN, n>N=|v, —a| <e.
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REMARQUE III.11. Inversement, il se peut que la suite (u,,) diverge mais
qu’une suite extraite converge. Par exemple si u, = (—1)", la suite (u,)
diverge mais la suite extraite en ne retenant que les termes d’indice pair
converge vers 1 (elle est stationnaire, de valeur 1), la suite extraite en ne
retenant que les termes d’indice impair converge vers -1.

THEOREME II1.12. Si une suite est convergente, alors elle est bornée.
DEMONSTRATION. Supposons que lim (u,) = a : Il existe N tel que,
n—oo

n>N—a—-1<u, <a-+1.

Posons A = max{ug,u1,...,uny—1,a+ 1}, B = min{ug, u1,...,uny_1,a—1}.
Alors, pour tout n, on a
B <u, <A.

O

REMARQUE III.13. Il ne suffit pas qu'une suite soit bornée pour étre
convergente : la suite u, = (—1)" évoquée plus haut est divergente, cepen-
dant elle est bornée.

ITI1.3. Somme, produit, inégalités

A partir de deux suites (uy,) et (v,), on peut former la suite somme
(upn, + vy) et la suite produit (upvy,).

ProprosITION II1.14. Si les suites (uy) et (v,) sont convergentes, avec
lim (up) =a et lim (vn) = b, alors les suites (un + vyp) et (upvy) sont
TcLonOZergentes et O;LL aoo

e lim (up +v,) =a+Db,

n—oo

e lim (unvy,) = ab.
n—oo

On retiendra que la limite de la somme est la somme des limites et que
la limite du produit est le produit des limites.

DEMONSTRATION. Laissons la somme en exercice. Pour le produit on
écrit :
UpUp — ab = Upvy — urb + upb — ab.
On note que la suite (u,) est bornée, puisqu’elle est convergente [Théoreme
IT1.12] : il existe A tel que Vn,u, < A (et on peut toujours supposer A > 0).
On a donc
|upvy, — ab| < Alvy, — b| + |uy, — al|b).
Pour n grand, |v, — b| et |u, — a| sont petits :
€
A+ b
€
S AT

Ve > 0, E|N1€N,TLZN1:>‘UTL—CL|<

Ve>0, 3N, €N, n> Ny = |v, — b]
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Soit N = max{Nj, N2}, alors

Ae |ble
> N = |upv, —ab =
n> [unv a’<A+]b]+A+]b] 5

O

De méme on peut considérer la suite (au,) (ol « est une constante), la

suite différence (u, —vy) et la suite quotient (32 ) (si v, # 0).

COROLLAIRE III.15. Si lim (u,) = a et lim (v,) = b, alors
n—oo n—oo

e lim (au,) = aa,
n—oo

e lim (up, —v,) =a—0b,
n—oo

o el sib#0, lim (“”) =2
n—oo \ Up, b
Inégalités.

ProposITION III.16. Si les suites (uy,) et (v,) sont convergentes, avec
lim (up) = a et lim (v,) = b, et siu, < v, d partir d’un certain rang,alors
n—oo n—oo

a<b.
On retiendra que la limite respecte les inégalités.

REMARQUES III1.17. 1) On ne change pas la nature ni la limite d’une
suite en négligeant un nombre fini de termes, il n’est donc pas nécessaire de
supposer l'inégalité pour tout n, mais seulement pour n grand.

2) On peut avoir I'inégalité stricte u,, < v, pour n grand mais seulement
I'inégalité large a < b. C’est le cas des suites (o) et (3,) du chapitre
précédent qui convergent toutes deux vers v/2.

On a aussi le théoréme des gendarmes :

THEOREME I11.18. Si deur suites (up) et (vy) sont convergentes, de
méme limite a, et si la suite (wy,) est telle que u, < wy, < v, pour n grand,
alors la suite (wy,) converge aussi vers cette limite a.

DEMONSTRATION.
Ve>0,dN, n>N=a—c<u, <w, <v,<a-+e.

I11.4. Limites infinies

DEFINITION II1.19. On dit qu’une suite (uy,) tend vers l’infini, on note
lim (uy,) = oo, si

n—oo
VAeR, AN €N, n> N = u, > A.
De méme, (uy,) tend vers moins l’infini, on note lim (u,) = —oo, si
n—oo

VBeR, ANeN, n> N = u, <B.
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Dans un cas comme dans lautre, la suite (u,) n’est pas bornée et n’est
donc pas convergente.

Opérations sur les limites.

Si les suites (uy) et (vy,) tendent toutes deux vers l'infini, il est facile de
voir qu’il en est de méme de la somme (u,, + vy,). On peut résumer ceci par
la régle “co + 0o = 00.” On peut ainsi dresser un tableau d’opérations sur
les limites :

ProprosITION III.20. (1) 0o+ 00 = o0.
2) (—00) + (—o00) = —o0.
3) VaeR,a+ o0 = 0.

)
)
) )
6) (—o0)(—00) = 0.
)
)

8) Va # 0,a00 = oo (en respectant la régle des signes).
(9) Va #0,2 =0,

Par exemple (8) veut dire que sion a lim (u,) =a > 0et lim (v,) = —o0,
n—oo n—oo

alors lim (unv,) = —oo.
n—oo
Formes indéterminées. Si lim (u,) = —oco et lim (v,) = oo, on ne peut
n—oo n—oo

rien conclure a priori pour la suite somme (u,, + v, ). Supposons par exemple
que u, = —n et envisageons quatre possibilités pour v, :

(1

) vp = a+ n. Alors u, + v, = a, donc lim (u, + v,) = a,
2) v, = n?. Alors u, +v, =n
)
)

n—oo

2 _n, donc lim (u, + v,) = 0o,
n—od

vp = 5. Alors u, + v, = —%, donc lim (u, + v,) = —o0,
n—oo

n
5-
vy, = (—=1)" + n. Alors u, + v, = (—1)", donc (u, + v,) n’a pas de
limite.
On voit que tout est possible pour la suite somme. On dit que “(—o00) + c0”
est une forme indéterminée. On peut donner d’autres exemples :

0 00
° —.

hd (_OO)+OO7 .OOO) b 65 50
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II1.5. Borne supérieure, borne inférieure

Majorant, minorant, maximum, minimum.

DEFINITION III.21. Soit E un ensemble ordonné et A C E une partie
de F.

(1) On dit qu’un élément a € E est un majorant de A si
Ve e A,z <a.

(2) On dit que a € E est un minorant si
Ve A x> a.

Si une partie A admet un majorant (resp. un minorant) on dit qu’elle est
majorée (resp. minorée).

Une partie peut n’admettre aucun majorant, par exemple ’ensemble
N des entiers n’est pas une partie majorée de R. Elle peut en admettre
plusieurs, par exemple les entiers positifs sont tous des majorants de la
partie formée par les entiers négatifs dans R.

Un majorant est un éléments de F, il n’appartient pas nécessairement a
A, en fait au plus un majorant peut appartenir & A : si a,b € A sont deux
majorants, alors a < b (car b est un majorant et a € A) et b < a (car a est
un majorant et b € A) donc a = b. Si a € A est ('unique) majorant de A,
on dit que c’est le plus grand élément de A ou le mazimum de A.

Une partie peut étre majorée et cependant ne pas admettre de plus grand
élément, par exemple l'intervalle ouvert ]0,1[ de R est majoré et n’admet
pas de maximum.

Tout ce qui est plus haut vaut évidemment pour les minorants et le plus
petit élément ou minimum (éventuel) de A.

Elément maximal, élément minimal.
DEFINITION II1.22. Soit F un ensemble ordonné et A C F une partie
de E.

(1) On dit qu’un élément a € A est un élément mazimal de A si
reEAx>a=r=a.

(2) On dit qu’un élément a € A est un élément minimal de A si
reAx<a=zr=a

Cette fois il s’agit d’éléments de A. Pour résumer,

— un majorant est un élément de E qui dépasse tous les éléments de A,

— un élément maximal est un élément de A qui n’est dépassé par aucun

élément de A.

Une partie A peut n’admettre aucun élément maximal : c’est le cas de
I'intervalle ouvert ]0,1[ de R. Elle peut en admettre plusieurs et tout ceci
vaut aussi pour les élément minimaux. Donnons ’exemple d’une partie avec
plusieurs éléments minimaux.
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ExemMPLE II1.23. Soit £ = N I’ensemble des entiers. C’est un ensemble
ordonné par la relation de divisibilité : on pose x =< y si z divise y. Soit
A la partie formée par tous les entiers dont on exclut 0 et 1. Les éléments
minimaux de A sont alors les nombres premiers. En effet, si p est premier il
n’est divisible que par 1 et par lui-méme, or 1 ¢ A :

re€Aetrxp=1x=np.

On a cependant les propriétés suivantes.

ProPoOsITION I11.24. Soit E un ensemble ordonné, A C E une partie de
E et a € A. Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) a est a la fois un élément mazimal et un majorant de A,
(2) a est un majorant de A et a € A,
(3) a est le mazimum de A.

Dans ces conditions a est l'unique élément mazimal de A.

DEMONSTRATION. On raisonne par implications circulaires :
(1) = (2) Si @ un élément maximal de A, alors a € A par définition.
(2) = (3) Si a est un majorant et a € A, on a dit plus haut qu’alors a est le
maximum de A.
(2) = (3) Si a est le maximum, c’est un majorant et Vb € A,b #aonab < a.
Donc a est un élément maximal et b ne ’est pas. On a bien I'implication
voulue et on voit qu’en outre a est 'unique élément maximal. [

COROLLAIRE II1.25. Si E est totalement ordonné et si A admet un
élément mazximal, alors il est unique et ¢’est le maximum de A.

DEMONSTRATION. Si A admet un élément maximal a, alors pour tout
b e A, bse compare a a, donc b < a (puisque a est maximal). [J

Borne supérieure, borne inférieure.

DEFINITION II1.26. Soit F un ensemble ordonné et A C F une partie
de E.

(1) On dit qu'un élément a € E est la borne supérieure de A si c’est le
plus petit des majorants de A. On note alors a = Sup(A).

(2) On dit qu’un élément a € E est la borne inférieure de A si c’est le
plus grand des majorants de A. On note alors a = Inf(A).

La borne supérieure est le minimum de I’ensemble des majorants, si elle
existe elle est donc unique.

La borne supérieure est un élément de F, elle n’est pas nécessairement
dans A. D’ailleurs, on a la proposition suivante.
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PRrROPOSITION II1.27. Soit E un ensemble ordonné, A C E une partie de
E et a € A. Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) a=sup(A) et a € A.
(2) a est le mazimum de A.

DEMONSTRATION. La borne supérieure est un majorant et on a déja vu
que si un majorant est dans A alors c’est le maximum. Réciproquement, le
maximum m est un majorant, et si a est un autre majorant a, on a m < a,
puisque m € A. J

Pour que A admette une borne supérieure, il est évidemment nécessaire
)
qu’il existe des majorants! Pour R la condition est suffisante :

THEOREME II1.28. Toute partie majorée (resp. minorée) de R admet
une borne supérieure (resp. une borne inférieure).

On admet ce résultat. On peut maintenant caractériser la borne supérieure.

THEOREME II1.29. Soit A une partie majorée de R et M un réel. Alors
M = Sup(A) si et seulement si on a les deux conditions suivantes.

(1) Ve € A,z < M,
(2) Ve >0,z € AM —ec <z <M.

DEMONSTRATION. La premiere condition exprime que M est un majo-
rant, la seconde que tout réel plus petit que M n’est pas un majorant. Donc

les deux conditions réunies expriment que M est le plus petit des majorants.
O

On laisse en exercice la caractérisation analogue de la borne inférieure.

Suite monotone bornée, suites adjacentes.

THEOREME I11.30. Soit (u,) une suite croissante (resp. décroissante)
de R. Alors la suite (u,) converge si et seulement si elle est majorée (resp.
minorée). Dans ce cas elle converge vers la borne supérieure (resp. la borne
inférieure) de la partie A = {u, | n € N} formée par les éléments de la
suite.

DEMONSTRATION. Si une suite converge, alors elle est bornée [Théoreme
II1.12], la condition est donc nécessaire. Inversement si une suite croissante
est majorée, soit M = sup(A). Il résulte de la caractérisation de la borne
supérieure [Théoreme I11.29] qu’on a

Ve > 0,3dng e N, M — e < upy, < M.

Comume la suite est croissante et que M majore tous les termes de la suite,
on tire

Ve>0,dng e NNn>ng= M —e <u, <M.
Ainsi la suite converge vers M. On raisonne de maniere identique pour une
suite décroissante minorée. [
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COROLLAIRE II1.31. Soit (uy,) et (v,) deux suites telles que
(1) (un) est croissante, (v,) est décroissante (a partir d’un certain
rang),
(2) up < vy, (pour n grand),
(3) la différence uy, — vy, tend vers 0.

Alors les suites (uy,) et (vy,) sont convergentes et ont méme limite.

DEFINITION II1.32. Dans les conditions du corollaire on dit que les suites
(un) et (vy,) sont adjacentes.

C’est le cas des suites (ay,) et (3,) du chapitre précédent qui convergent
toutes deux vers v/2.

IT1.6. Suite de cauchy

Si une suite (u,,) est convergente, il est clair que la différence uy,+1 — uy,
tend vers 0. Cependant cette condition n’est pas suffisante. On donne un

exemple.
ExEMPLE II1.33. Soit (un)n>1 la suite définie par u, =1+ % +...4+ %
On a upy1 —up = n%rl, il est donc clair que cette différence tend vers 0.

Cependant on a

1 n 1 n 1
Uy — Up = e —
2n " n+1l n+2 2n
et chaque terme de la somme est minoré par le dernier, donc
1

U9y — Uy, > N— = —.

T o 2
La suite n’est donc pas majorée, en effet elle est croissante, et si u, atteint
la valeur A alors wue, atteint une valeur supérieure a A + % Donc (uy) ne

converge pas.
Une condition nécessaire et suffisante est donnée par les suites de Cauchy.

DEFINITION IIL.34. Soit (u,) une suite (de réels ou de complexes). On
dit que la suite (u,) est une suite de Cauchy si elle vérifie la condition
suivante :

Ve > 0,AN,m,n > N = |uy — uy| < e.

THEOREME II1.35. Soit (u,) une suite (de réels ou de complezxes). Alors
(un) est convergente si et seulement si c’est une suite de Cauchy.

On admet que la condition est suffisante. C’est une propriété de R (ou
de C), on dit que R est complet. On démontre qu’elle est nécessaire :
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DEMONSTRATION. Si (u,) converge vers une limite a, on a
Ve >0,dN,n > N = |u, —al <e.

Choisissons l’entier N correspondant a £
P 25
— pour n > N, on a |u, —a| < §,
— pour m > N, on a |uy, —a| < 5,
Donc pour m,n > N = on a

£ €
|umfun|g\unfa|+|um—a|<§+§:8.
]

Notons qu’une suite de Cauchy dont les termes sont des rationnels ne
converge pas nécessairement dans Q, autrement dit Q n’est pas complet. En
effet les suites () et (B,) du chapitre précédent convergent vers v/2. Ce
sont des suites de rationnels, donc de réels, convergentes dans R, donc de
Cauchy. La limite est dans R (qui est complet), elle n’est pas dans Q (qui
ne l'est pas).



