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TD 2

I Montrer que
1
Ve>0,3n€Ntelque2—n<e

Existe t’-il un entier n tel que Ve > 0, on <e€?
IT a) Ecrire sous forme d’une union d’intervalles I’ensemble des réels = tels que la partie

fractionnaire de z soit inférieure strictement a 5

b) Calculer U } l,+oo{ et U {l,—koo [
n n

n>1 n>1
c) Déterminer ﬂ [_1 2+ ! [
n’ n|

n>1

1
d) Déterminer ﬂ ]O, — [
n
n>1

e) Déterminer ﬂ {n, +00 [
n>1

ITI Déterminer U'intersection (),,~; ,, dans les cas suivants :

a) I, = l1—%,1}

b) I, = [—2%73—%]

1= [0.c7]

IV Soient A et B deux parties non vides de R avec A bornée et B C A. Comparer les
bornes supA, supB, infA, infB.
V Soient A et B deux parties non vides et bornées de R et ¢ € R. On note :

—A={-z/xze A}
A+B={z+y/x€cAye B}

a+A={a+z/xec A}
AB={zy /x € A,y € B}

1 Montrer que sup(—A) = inf(A)
2 Montrer que sup(A + B) = sup(A) + sup(B)
3 Montrer que sup(a+ A) = a + sup(A)
4 A t’-on sup(AB) = sup(A)sup(B) ?



VI Soient A et B deux parties non vides et bornées de R. Montrer que AU B est non vide
et bornée et déterminer sup(A U B) et inf(A U B).

VII Soit E le sous ensemble de R suivant :

1 1
E:{—+—/(m,n)€N*xN*}
m n
Déterminer sup(E) et inf(F). Justifier.

VIII Soit A ’ensemble

1

n—y *
A:{n+l/n€N}

n

Cet ensemble est il majoré ? minoré ? A admet il un plus grand élément ? un plus petit 7 une
borne supérieure ? une borne inférieure 7 Justifier.

IX Soient a et b deux réels, montrer que :

1) a<b= FE(a) < E(b)

2) E(a)+ E(b) <E(a+b) <E(a)+ E(b)+1

X Montrer que, pour tout réel x et pour tout entier naturel non nul n, on a :

5(229) - 5o

XI On donne

A:{%/neN*} B

C:{%+(—1)”/neN*} D:{n+(_1)n/neN*}

Etudier pour chacune de ces parties de R la question d’existence :
— des bornes supérieure et inférieure dans R,

— du plus petit élément et du plus grand élément.

XIT Trouver ’ensemble des nombres réels qui vérifient I'inégalité :
(z+1)?—]z—2[<0

XIII En utilisant la définition de limite, montrer que :

. n?+1
lim =

—— =0
n—+oo n3 + 1

XTIV Montrer que la suite définie pour tout entier naturel n par :

n’admet pas de limite.



XV On considere la suite récurrente définie par :

UO:2
Vn>1 wu, =Yty 1

2 Un—1

1) Montrer que cette suite est une suite décroissante de nombres rationnels, minorée par
V2. En déduire sa nature.

2) Montrer que
1
VneN upy—V2< E(un_ﬁ)2

3) En déduire que
1
Vn >0 Ogun—\/kQ—n
4) Soit I,, = [1,uy]. Déterminer ﬂ 1.
n>0

5) Soit J, = [%,un}. Déterminer ﬂ Jn. L’ensemble Q vérifie t’il la propriété des
n>0
segments emboités 7



