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Exercice 1

1. Pour tout réel t > 0, t+% = %(t2+1) > 0, donc en particulier, e*+e=* > 0
pour tout =z € R puisque e® > 0, ce qui signifie que coshx # 0.

2. Si f(z) = sinhz, f'(z) = coshz, f(z) = sinhz et &) () = coshz pour
tout # € R. En appliquant la formule de Taylor-Young en 0, on obtient

23
sinhz =z + <" x3¢1 (x)

ott lim, ¢ £1(z) = 0. De méme, si g(x) = coshz, ¢’(z) = sinhz, g®(z) =
coshz et g® (z) = sinh z. La formule de Taylor-Young donne donc

22
coshx =1+ 5 + 23¢5(2)

ot lim,_,0£2(z) = 0.
3. Sih(z) =&z, onah=ypogotp(u) =1 CommecoshO=1 et

Pl +u) =1—u+u®—u®+ues(v)

avec lim,, ¢ e3(u) = 0, on trouve que

2
h(z) =1- % + z3e4(2)

avec limg_,o g4(x) = 0.
4. En faisant le produit des développements limités de z +— sinhz et z —
—1_on aboutit &

cosh z

3 3
x x
tanhg = ¢ — — + —

3
) 6 +2%(z) =2 — z;)— + 2%(x)

avee lim,_,o e(z) = 0.

Exercice 2

1. La fonction tan est strictement positive sur 10, §[. Pour = €] — I, 2],
F<£+% <3, donctan(£+Z) > 0, ce qui montre que ¢ est bien
définie.

2. Pour tout z €] - §, %[,

d(@) = (_i_
2
(




On a utilisé le fait que sin(a + b) = sina cos b + sin b cos a, ce qui implique
que sin(2u) = 2sinucosu et sin(u + §) = cosu.
3. En raisonnant comme & la question 3. de ’exercice 1, on obtient

72
d@)y=1+ 5t 2’e1(z)

avec lim,_,0 €1(x) = 0. On en déduit que

z8 23
p(x) = @(0) + = + 5 +2Pe(x) == + 5 + 2% (x).
avec lim,_oe(z) = 0.
Exercice 3

1. Si f(z) =%, on a f = go h avec g(u) = e* et h(x) = sinz. Comme

2,8
u?
=+ — +uls(u)

=1
g(u) +u+ 5 6

avec lim,_,oe1(u) =0 et
3
sing =z — %— + %5 ()
avec lim,_.q £2(x) = 0, on trouve que

. 3 1 3 2
sin & —_ 1 —— —_ R
e (e )2 (o2

z
= 1+x+?+x383(w)

1 2\°
g (w— —é—> + x'e3(x)

avec lim,_,o3(z) = 0.

On obtient le développement limité de z + tanx 3 Pordre 3 au voisinage
de 0 en multipliant ceux de z — sinz et de z — L (obtenu dans
Pexercice 2). Cela donne

z3
tanz =z + 3 + 284 (x)

avec lim, ,oe4(x) = 0. Un calcul analogue & celui effectué pour e5%
montre que

22
2
avec lim,_,o e5(z) = 0. En soustrayant, on obtient finalement

3

e =1+z+—+ %— + 2e5(2)

3
i T
eSinT _ tanz 5 +.’L’386($)

avec lim,_,qe6(z) = 0.



2. Comme 3

z
sing — tanzx = -5 + 27 ()

avec lim,_,o&7(z) =0, 0n a

gfinz _ otanw _ _% +.’17356(£E) _ _% "{“56(37)

sing —tanz 2 4 z3e(x) —%+er(z)

On en déduit que
esin:c . etanm

lim — —
2—0 sinz — tanx

Question de cours

1. Une fonction ¢ : [a,b] — R est en escalier si, et seulement si, il existe
NeNetay=a<z1 <..<zy = b tels que v soit constante sur
1Zs, g1 pour tout 0 <i < N — 1.

2. Supposons que f soit en escalier. Alorsilexiste Ne N* et g = a < 21 <
.. < xy = btels que f soit constante sur |x;, 2,1 [ pourtout 0 < ¢ < N—1.
Or, dans Vintervalle |x;, z;11[, il existe un nombre w € Q et un nombre
z ¢ Q. On adone f(w) =1 et f(2) = 0, ce qui montre que f n’est pas
constante sur |z;, z;1]. Ainsi, f n’est pas en escalier.



