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Contenu général du cours

o .

Etude des langages formels selon deux manieres de les
modéliser :

# les machines abstraites (automates et machines de
Turing)

# |es grammaires formelles.

o -
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Qu’est-ce qu’un langage formel ?

o .

# Un langage formel se définit comme un ensemble de
suites de symboles.

o -

I5Langages formels, automates et grammaires formelles — p.3/9



Qu’est-ce qu’un langage formel ?

o .

# Un langage formel se définit comme un ensemble de
suites de symboles.

#® Exemples:
s {coeur, pique, carreau, trefle}

o -
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Qu’est-ce qu’un langage formel ?

o .

# Un langage formel se définit comme un ensemble de
suites de symboles.

#® Exemples:
s {coeur, pique, carreau, trefle}
s {0,1,10,11,100, 101, ...}

o -
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Qu’est-ce qu’un langage formel ?

o .

# Un langage formel se définit comme un ensemble de
suites de symboles.
#® Exemples:
s {coeur, pique, carreau, trefle}
s {0,1,10,11,100, 101, ...}
s {0,2,4,6,8,10, ..}

o -
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Qu’est-ce qu’un langage formel ?

o .

# Un langage formel se définit comme un ensemble de
suites de symboles.
#® Exemples:
s {coeur, pique, carreau, trefle}
s {0,1,10,11,100, 101, ...}
s {0,2,4,6,8,10, ..}
s {2,3,5,7,11,13,17, ...}

o -
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Qu’est-ce qu’un langage formel ?

o .

# Un langage formel se définit comme un ensemble de
suites de symboles.
#® Exemples:
s {coeur, pique, carreau, trefle}
s {0,1,10,11,100, 101, ...}
s {0,2,4,6,8,10, ..}
s {2,3,5,7,11,13,17, ...}

s Ensemble des textes de programme C
syntaxiguement correct

o -
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Lien entre pb informatique et lang. formel

o .

o Chaqgue suite de symbole appartenant au langage
représente un "objet".

# Lien : solution du probleme < €lément du langage.

o -
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Lien entre pb informatique et lang. formel

o .

o Chaqgue suite de symbole appartenant au langage
représente un "objet".

# Lien : solution du probleme < €lément du langage.
o Exemples:

» Quelles sont les couleurs existant dans un jeu de
cartes ?

o -
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Lien entre pb informatique et lang. formel

=

Chaque suite de symbole appartenant au langage
représente un "objet".

Lien : solution du probleme < élément du langage.
Exemples:

» Quelles sont les couleurs existant dans un jeu de
cartes ?

s Est-ce que cette suite de chiffres représente un
nombre pair ?

-
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Lien entre pb informatique et lang. formel

=

Chaque suite de symbole appartenant au langage
représente un "objet".

Lien : solution du probleme < élément du langage.
Exemples:

» Quelles sont les couleurs existant dans un jeu de
cartes ?

s Est-ce que cette suite de chiffres représente un
nombre pair ?

s Est-ce que cette suite de chiffres représente un
nombre premier ?

-
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Lien entre pb informatique et lang. formel

o .

o Chaqgue suite de symbole appartenant au langage
représente un "objet".

# Lien : solution du probleme < €lément du langage.
o Exemples:

» Quelles sont les couleurs existant dans un jeu de
cartes ?

s Est-ce que cette suite de chiffres représente un
nombre pair ?

s Est-ce que cette suite de chiffres représente un
nombre premier ?

s Est ce que cette suite de caracteres correspond a un
programme C syntaxiquement correct ?

o -

I5Langages formels, automates et grammaires formelles — p.4/9



Historique

o .

# Machine de Turing (années 30) pour modéliser une
machine qui résout le plus de problemes possibles.

o -
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Historique

f # Machine de Turing (années 30) pour modéliser une T
machine qui résout le plus de problemes possibles.

# Automates (années 40 et 50) pour modéliser certaines
fonctionnalités du cerveau.

o -
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Historique

o .

# Machine de Turing (années 30) pour modéliser une
machine qui résout le plus de problemes possibles.

# Automates (années 40 et 50) pour modéliser certaines
fonctionnalités du cerveau.

o Grammaires formelles (fin des années 50, Chomsky)
pour modeéliser les langues naturelles. Actuellement :
pour la compilation.

o -
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Equivalences entre machines abstraites et grammaires formelles

o .

Langage formel | Machine abstraite Grammaire

récursiv. énum. | Machines de Turing | non restreintes
contextuels MdT bornées linéair. | contextuelles
hors contexte Automates a pile hors contexte
rationnels Automates régulieres

o -
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Les langages formels

-

Les langages formels représentent uniguement r'aspect
syntaxique des langages et non la sémantique qu'on pourrait
leur associer (comme on le ferait avec les langues
naturelles).

o -
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Les langages formels

o .

# Définition Alphabet
Un alphabet X est un ensemble fini, non vide, de
symboles.

o -
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-

Les langages formels

# Définition Alphabet

Un alphabet X est un ensemble fini, non vide, de
symboles.

® EXx:

o o o ©

‘ensemb
‘ensemb
‘ensemb
‘ensemb

e {0, 1} des 2 chiffres binaires,

e des 10 chiffres arabes,

e des 26 lettres de l'alphabet francais,
e des caracteres ASCII, etc.

-
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Les langages formels

o .

# Définition Mot (ou chaine)
Un mot w est une suite de symboles d’'un alphabet
donné. La longueur d’'un mot w, noté |w| est le nombre
de symboles qu’il contient. Le mot vide, noté ¢, est le

mot de longueur nulle.

o -

I5Langages formels, automates et grammaires formelles — p.9/9



Les langages formels

o .

# Définition Mot (ou chaine)
Un mot w est une suite de symboles d’'un alphabet
donné. La longueur d’'un mot w, noté |w| est le nombre
de symboles qu’il contient. Le mot vide, noté ¢, est le
mot de longueur nulle.

#® Ex: 10110 est un mot créé a partir de I'alphabet {0, 1}
et a pour longueur 5, tous les fichiers ASCIl sont des
mots crées a partir des caracteres ASCII.

o -
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Les langages formels

o .

® Définition Sous-mot
Un sous-mot v est une sous-suite de la suite des
symboles d'un mot w.

o -
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Les langages formels

o .

® Définition Sous-mot
Un sous-mot v est une sous-suite de la suite des
symboles d'un mot w.

® Ex:siw=abcd alors abd, cd, ac, b, abcd et € sont des
exemples de sous-mots de w.

o -
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Les langages formels

o .

# Définition Concatéenation de mots
La concaténation de 2 mots w et w’ est le mot égal a la
suite des symboles de w suivi de la suite des symboles
de w'. Elle se note w.w’ ou ww'.

o -
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Les langages formels

o .

# Définition Concatéenation de mots
La concaténation de 2 mots w et w’ est le mot égal a la
suite des symboles de w suivi de la suite des symboles
de w'. Elle se note w.w’ ou ww'.

# Ex:Laconcaténation de w = abc et de w’ = fg est w.w’
= abcfg.

o -
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Les langages formels

o .

# Définition Facteur d'un mot
Le facteur v d’'un mot w est un mot tel gqu’il existe des
mots u et u’ tels que w = u.v.u'.
Un facteur gauche (ou préfixe) est un facteur tel que u
= €.
Un facteur droit (ou suffixe) est un facteur tel que U’ = e.
Une occurence d’'un facteur est I'apparition de ce
facteur a une position précise dans le mot.

o -
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Les langages formels

o .

# Définition Facteur d'un mot
Le facteur v d’'un mot w est un mot tel gqu’il existe des
mots u et u’ tels que w = u.v.u'.
Un facteur gauche (ou préfixe) est un facteur tel que u
= €.
Un facteur droit (ou suffixe) est un facteur tel que U’ = e.
Une occurence d’'un facteur est I'apparition de ce
facteur a une position précise dans le mot.

# Remarque : un facteur est un sous-mot mais l'inverse
n'est pas vrai en général.

o -
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Les langages formels

-

# Définition Produit de 2 alphabets
On note ©! 'ensemble des mots de longueur 1
constitués a partir de chacun des symboles de ..
Le produit de 2 alphabets X et X' est 'ensemble de
mots défini par .3 = {ww’ |[we X!, w e 1}

o -
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Les langages formels

-

# Définition Produit de 2 alphabets
On note ©! 'ensemble des mots de longueur 1
constitués a partir de chacun des symboles de ..
Le produit de 2 alphabets X et X' est 'ensemble de
mots défini par .3 = {ww’ |[we X!, w e 1}

® Ex:siX={a,b}etd ={c, d}alors .3 = {ac, ad, bc,
bd}.

o -
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Les langages formels

-

# Définition Puissance d'un alphabet T
La k"¢ puissance d’un alphabet ¥, notée ©*, se définit
par : X0 = {e} et Yk > 0, ©F = £*~1 ©1, C’est 'ensemble
de tous les mots de longueur k£ que I'on peut former a
partir de ..

o -
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Les langages formels

-

# Définition Puissance d'un alphabet T
La k"¢ puissance d’un alphabet ¥, notée ©*, se définit
par : X0 = {e} et Yk > 0, ©F = £*~1 ©1, C’est 'ensemble
de tous les mots de longueur k£ que I'on peut former a
partir de ..

r Ex si ¥ = {a,b} alors X0 = {e}, 2! = {a, b},
= {aa, ab, ba, bb}, efc.

o -
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-

# Définition Puissance d'un alphabet

Les langages formels

T
La k"¢ puissance d’un alphabet ¥, notée ©*, se définit
par : X0 = {e} et Yk > 0, ©F = £*~1 ©1, C’est 'ensemble
de tous les mots de longueur k£ que I'on peut former a
partir de ..

Ex si ¥ = {a,b} alors X0 = {e}, 2! = {a, b},

= {aa, ab, ba, bb}, efc.
On appelle étoile d’un alphabet ¥* =X U Xt U X2 U
C’est I'ensemble de tous les mots qu’on peut former a

partir de X. On note X" le méme ensemble mais privé
du mot vide : ¥* = X7 U {e}.

-
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Les langages formels

o .

# Définition Langage
Un langage L se définit a partir d’'un alphabet > comme
étant un sous-ensemble de X*.

o -
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Les langages formels

o .

# Définition Langage
Un langage L se définit a partir d’'un alphabet > comme
étant un sous-ensemble de X*.

# Tout sous-ensemble de >* est potentiellement un
langage, y compris le langage vide () (ne contenant
aucun mot), le langage {¢} (contenant uniquement le
mot vide) et le langage egal a >*.

o -
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Les langages formels

o .

# Définition Langage
Un langage L se définit a partir d’'un alphabet > comme
étant un sous-ensemble de X*.

# Tout sous-ensemble de >* est potentiellement un
langage, y compris le langage vide () (ne contenant
aucun mot), le langage {¢} (contenant uniquement le
mot vide) et le langage egal a >*.

# Ex :lelangage des chiffres binaires pairs (c-a-d se
terminant par 0), le langage des nombres entiers
décimaux inférieurs a 100, le langage des mots francais
du Larousse, efc.

o -
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Les langages formels

o .

# En geénéral, on définira un langage en utilisant une
notation ensembliste de la forme {w | propriété sur w},
qui signifie "'ensemble des mots w (de X*) tels qu'ils
respectent une certaine propriéte".

® Ex:{w|wsetermine par a}, {w|2 < |w| < 5}.

o -
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Les langages formels

o .

# En geénéral, on définira un langage en utilisant une
notation ensembliste de la forme {w | propriété sur w},
qui signifie "'ensemble des mots w (de X*) tels qu'ils
respectent une certaine propriéte".

® Ex:{w|wsetermine par a}, {w|2 < |w| < 5}.

# Remarque : I'ensemble des parties de ¥*, noté P(¥*)
ou 2>, est 'ensemble de tous les langages sur .

o -
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Les langages formels

=

Définition Produit de langages
Le produit (de concaténation) de 2 langages L et L est
définipar: LL={ww |welL,w e L}.

-
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Les langages formels

o .

# Définition Puissance d’'un langage
La k™€ puissance d’un langage L, notée L*, se définit
par: L% = {¢} et Vk > 0, L =L*1 L.

o -
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Les langages formels

o .

# Définition Puissance d’'un langage
La k™€ puissance d’un langage L, notée L*, se définit
par : L° = {e} et Vk > 0, LF =L*1 L.

o EX si L= {ab, cd} alors L° = {e}, L' = {ab, cd},
= {abab, abcd, cdab, cded}, etc.

o -
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Les langages formels

=

Définition Puissance d’'un langage
La k™€ puissance d’un langage L, notée L*, se définit
par : L° = {e} et Vk > 0, LF =L*1 L.
EX si L= {ab, cd} alors L° = {e}, L' = {ab, cd},

= {abab, abcd, cdab, cded}, etc.
On appelle étoile d’'un langage, le langage L* =
LYUL'UL? U .... Il contient tous les mots qu’on peut

obtenir en concaténant un nombre quelconque de mots
de L.

On appelle étoile propre de L et on note L™ le méme
langage mais privé du mot vide : Lt = L*/{e}.

-
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Les langages formels

=

Définition Puissance d’'un langage
La k™€ puissance d’un langage L, notée L*, se définit
par : L° = {e} et Vk > 0, LF =L*1 L.

EX si L= {ab, cd} alors L° = {e}, L' = {ab, cd},
= {abab, abcd, cdab, cded}, etc.

On appelle étoile d'un langage, le langage L* =
LYUL'UL? U .... Il contient tous les mots qu’on peut

obtenir en concaténant un nombre quelconque de mots
de L.

On appelle étoile propre de L et on note L™ le méme
langage mais privé du mot vide : Lt = L*/{e}.

Remarque : I'etoile d’'un langage fini est un langage
infini dénombrable. J
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Automates d’états finis

o .

# Automate : machine abstraite qui modélise un systeme
discret dont rétat va varier au cours du temps a cause
d’influences externes.

o -
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Automates d’états finis

o .

# Automate : machine abstraite qui modélise un systeme
discret dont rétat va varier au cours du temps a cause
d’influences externes.

# On peut représenter un automate par un graphe dont
chague sommet est un état et chaque arc, étiqueté par
un nom d’action, est une transition possible d’'un état
Vers un autre.

o -
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Automates d’états finis

o .

# Automate : machine abstraite qui modélise un systeme
discret dont rétat va varier au cours du temps a cause
d’influences externes.

# On peut représenter un automate par un graphe dont
chague sommet est un état et chaque arc, étiqueté par
un nom d’action, est une transition possible d’'un état
Vers un autre.

# Un automate possede un état initial et un nombre
guelconque d’états finaux (désirés pour le systeme).

o -
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Automates d’états finis

=

Automate : machine abstraite qui modélise un systeme
discret dont rétat va varier au cours du temps a cause
d’influences externes.

On peut représenter un automate par un graphe dont
chague sommet est un état et chaque arc, étiqueté par
un nom d’action, est une transition possible d’'un état
Vers un autre.

Un automate posséde un état initial et un nombre
guelconque d’états finaux (désirés pour le systeme).

Lautomate verifie si la suite d’actions permet de passer
de I'état initial a un état final.

-
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Exemple

=

On veut modéliser un systeme simple composé d’'un
coffre-fort et d’'un document top secret.

On peut agir sur le systeme en ouvrant ou en fermant le
coffre ou en placant ou en retirant le document du
coffre.

Le systeme peut avoir 4 états : (0) coffre fermé et vide,
(1) coffre ouvert et vide, (2) coffre ouvert et plein et (3)
coffre fermé et plein.

Etat final (désire) : mettre en slreté notre document
(état 4). Etat initial : état 0.

Probleme (de décision) : est-ce que [cette suite
d’actions] permet de metire le document en sécurité ?

-
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Automates d’états finis déterministes

=

Définition Automate d’états finis déterministe
Un automate d’etats finis déterministe (AEFD) est un
quintuplet (Q, %, §, qo, F) ou :

o -
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Automates d’états finis déterministes

=

Définition Automate d’états finis déterministe
Un automate d’etats finis déterministe (AEFD) est un
quintuplet (Q, %, §, qo, F) ou :

® Q est un ensemble fini d’états.

o -
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Automates d’états finis déterministes

=

Définition Automate d’états finis déterministe
Un automate d’etats finis déterministe (AEFD) est un
quintuplet (Q, %, §, qo, F) ou :

# Q est un ensemble fini d'etats.
# Y est un alphabet contenant des symboles d’entrée.

o -
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Automates d’états finis déterministes

=

Définition Automate d’états finis déterministe
Un automate d’etats finis déterministe (AEFD) est un
quintuplet (Q, %, §, qo, F) ou :

# Q est un ensemble fini d'etats.
# Y est un alphabet contenant des symboles d’entrée.

#® §:Q x X — Q est lafonction de transition telle que 4(q;,
s) = q; ssi dans l'état g; la lecture du symbole s fait
passer dans l'état g;.

o -
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Automates d’états finis déterministes

=

Définition Automate d’états finis déterministe
Un automate d’etats finis déterministe (AEFD) est un
quintuplet (Q, %, §, qo, F) ou :

# Q est un ensemble fini d'etats.
# Y est un alphabet contenant des symboles d’entrée.

#® §:Q x X — Q est lafonction de transition telle que 4(q;,
s) = q; ssi dans l'état g; la lecture du symbole s fait
passer dans l'état g;.

® qo est I'état initial.

o -
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Automates d’états finis déterministes

=

Définition Automate d’états finis déterministe
Un automate d’etats finis déterministe (AEFD) est un
quintuplet (Q, %, §, qo, F) ou :

# Q est un ensemble fini d'etats.
# Y est un alphabet contenant des symboles d’entrée.

#® §:Q x X — Q est lafonction de transition telle que 4(q;,
s) = q; ssi dans l'état g; la lecture du symbole s fait
passer dans l'état g;.

e

go est I'état initial.
® F C Q estl'ensemble des états finaux.

o -
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-

On peut représenter un automate par une table de

Représentations d’un automate

transition. Cette table contient :

9

© o o o

en ligne les états possibles de 'automate.

en colonne les symboles de ..

Létat initial est préfixé par une fleche.

Les états finaux sont préfixés par une astérisque.

Chaque case du tableau contient |'état réesultant de la
lecture du symbole en colonne a partir de I'état en ligne.

-
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Représentations d’un automate

-

On peut représenter un automate par une table de
transition. Cette table contient :

# en ligne les éetats possibles de 'automate.

# en colonne les symboles de ..
o Leétat initial est préfixé par une fleche.
# Les états finaux sont préfixés par une astérisque.
# Chaque case du tableau contient I'état résultant de la
lecture du symbole en colonne a partir de I'état en ligne.
o| f | p|r - T b
71?0 ! do | | R
2 ds | i %12 » 3(1) J
*q3 d2 IBLangages Tormels. aUToTales of Grammaies formelles — p.22/9




-

On peut aussi représenter un AEFD par un diagramme de

Représentations d’un automate

=

transition. |l s’agit d’'un graphe dont :

9

9

les sommets sont les états de Q,

les arcs étiquetés par des symboles de X sont les
transitions d’'un état a un autre suite a la lecture d’un
symbole.

I'état initial est signalé par une fleche entrante.
les états finaux sont cerclés.

-
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AEFD
-

Définition Extension aux mots de la fonction de transition
La fonction de transition peut étre étendue aux mots. Son

extension § est définie sur Q x X* — Q avec :

AN

® 0(q;, €) = 0.
® VWeEXH VceX: a;, w.c) = 5(5(q;, w), C).

-
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AEFD
-

Définition Extension aux mots de la fonction de transition
La fonction de transition peut étre étendue aux mots. Son

extension § est définie sur Q x X* — Q avec :

AN

® 0(q;, €) = 0.
® VWeEXH VceX: a;, w.c) = 5(5(q;, w), C).

AN

6(d:, W) = q; signifie que la lecture du mot w a partir de I'état

d; mene a I'état g;-

o -
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AEFD

Définition Mot accepté par un automate T
Un mot w € X* est dit accepte par un automate (Q, X2, 4, qo,

AN

F) si 6(go, W) € F.

-
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AEFD

Définition Mot accepté par un automate T
Un mot w € X* est dit accepte par un automate (Q, X2, 4, qo,

AN

F) si 6(go, W) € F.

En d’autres termes, un mot est accepté par un automate si
la lecture des symboles de w a partir de go mene a un état
final de 'automate.

-
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AEFD
-

Définition Langage reconnu par un automate
Un langage reconnu par un automate A est défini par :

AN

L(A) = {w € ¥* | 5(qo, W) € F}.

-
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AEFD
-

Définition Langage reconnu par un automate
Un langage reconnu par un automate A est défini par :

AN

L(A) = {w € ¥* | 5(qo, W) € F}.

En d’'autres termes, le langage reconnu par un automate est
I'ensemble des mots qu’il accepte.

-
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AEFD
-

Définition Langage reconnaissable
Un langage est dit reconnaissable s’il existe un AEFD le
reconnaissant.

-
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AEFD
-

Définition Langage reconnaissable
Un langage est dit reconnaissable s’il existe un AEFD le
reconnaissant.

Déterminisme :
Un automate d’états finis est dit déterministe si, étant donné
un mot qu'on lui donne a lire, on est toujours sdr que

I'automate transite toujours par la méme séquence d’'états.

-
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Automates d’états finis non déterministes
f #® Contrairement aux AEFD, les automates d’états finis T
non déterministes (AEFND) peuvent se retrouver dans

plusieurs états en méme temps apres avoir lu un symbole a
partir d’'un état donné.

o -
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Automates d’états finis non déterministes
f #® Contrairement aux AEFD, les automates d’états finis T
non déterministes (AEFND) peuvent se retrouver dans

plusieurs états en méme temps apres avoir lu un symbole a
partir d’'un état donné.

® Définition AEFND
Un automate d’états finis non déterministe est un
quintuplet (Q, X, 9o, 4, F) ou Q, X, g9 et F ont la méme
signification que pour un AEFD mais ou ¢ est défini par :
6:Qx 3 — 29
6(g;, ¢) = Q; avec Q; C Q.

o -
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Automates d’états finis non déterministes
f #® Contrairement aux AEFD, les automates d’états finis T
non déterministes (AEFND) peuvent se retrouver dans

plusieurs états en méme temps apres avoir lu un symbole a
partir d’'un état donné.

® Définition AEFND
Un automate d’états finis non déterministe est un
quintuplet (Q, X, 9o, 4, F) ou Q, X, g9 et F ont la méme
signification que pour un AEFD mais ou ¢ est défini par :
6:Qx 3 — 29
6(g;, ¢) = Q; avec Q; C Q.

# Ainsi, apres avoir lu une suite de symboles, un AEFND
peut se trouver au méme moment dans plusieurs états
différents.

o -
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AEFND

o -

® Définition Extension aux mots de la fonction de transition
La fonction de transition peut étre étendue aux mots.

Son extension ¢ est définie sur Q x ©* — 29 avec :

AN

s 6(0i, €) = {ai}.
s YWweX* VeceX:o(q,we)= U 6a;c).
€d(q

i W)

o -
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AEFND
-

® Définition Extension aux mots de la fonction de transition
La fonction de transition peut étre étendue aux mots.

Son extension ¢ est définie sur Q x ©* — 29 avec :

AN

o 0(Q;, €) = {qi}.
s YWweX* VeceX:o(q,we)= U 6a;c).
QJGA(qiaw)
® 5(q;, w) = Q; signifie que la lecture du mot w & partir de
'état g; mene a tous les états de Q; en méme temps.

-

o -
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AEFND

o .

# Définition Mot accepté par un AEFND
Un mot w € ¥* est dit accepté par un AEFND (Q, X, 6,

P

Jo, F) si d(qo, w) N F # 0.

o -
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AEFND

o .

# Définition Mot accepté par un AEFND
Un mot w € ¥* est dit accepté par un AEFND (Q, X, 6,

P

Jo, F) si d(qo, w) N F # 0.

o En d'autres termes, un mot est accepté par un
automate si la lecture des symboles de w a partir de q
mene a un ensemble d’états dont au moins un est final.

o -

I5Langages formels, automates et grammaires formelles — p.30/9



AEFND
-

# Définition Mot accepté par un AEFND
Un mot w € ¥* est dit accepté par un AEFND (Q, X, 6,

do, F) si 6(qo, w) N F # 0.

o En d'autres termes, un mot est accepté par un
automate si la lecture des symboles de w a partir de q
mene a un ensemble d’états dont au moins un est final.

# Définition Langage reconnu par un AEFND
Un langage reconnu par un AEFND A est défini par :

AN

L(A) = {w e X* | 5(qo, W) N F # 0}.

o -
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Avantage d’un AEFND sur un AEFD
- -

Lintérét des AEFND est qu’ils permettent plus facilement
de définir un automate reconnaissant un langage donnée.

a

b b a

Le langage {w.a | w € ¥*} reconnu par un AEFND (a gauche)
et un AEFD (a droite).

o -
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Equivalence entre AEFD et AEFND

o .

# Bien que les AEFND aient l'air plus puissant que les
AEFD en terme de possibilité de reconnaitre un
langage, il s’avere que leur puissance leur est égale.

o -
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Equivalence entre AEFD et AEFND

o .

# Bien que les AEFND aient l'air plus puissant que les
AEFD en terme de possibilité de reconnaitre un
langage, il s’avere que leur puissance leur est égale.

# |l est évident que tout AEFD est aussi un AEFND.

o -
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Equivalence entre AEFD et AEFND

f # Bien que les AEFND aient l'air plus puissant que les T
AEFD en terme de possibilité de reconnaitre un
langage, il s’avere que leur puissance leur est égale.

# |l est évident que tout AEFD est aussi un AEFND.

® Théoreme
Tout langage reconnu par un AEFND peut aussi étre

reconnu par un AEFD.

o -
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Preuve

o .

Preuve constructive : on va démontrer que si

Ax = (Qun, 2, 0N, o, Fx) est un AEFND alors le langage
gu’il reconnait est aussi reconnu par 'AEFD

Ap = (Qp, %, dp, {do}, Fp) ou :

® Qp = 29" est 'ensemble des sous-ensembles de Qy.

® Fp estl'ensemble des états de Qp qui contiennent un
état de F,, c-a-d les états dont l'intersection avec Fy

est non vide.
® VSCQyetVceX:ip(S,c)= J on(s,c).

seS

o -
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Preuve

o .

Démontrons d’abord que YW, 6p({do}, W) = dn(qo, W).
Preuve par récurrence sur |w| :

® Pour |w| =0, c-a-d w = ¢, dp({qo}, €) = dn (o, €) = {qQo}-
# Posons que pour tout mot w de longueur n, on a
dp({do}, W) = dx (o, W) = {P1, P2, ---Px}-
Ve € 3, op({do}, W.C) = dp(3p({Qo}, W), €) = dp({p1, P,
~pih )= U dn(pi, ©) = dn (0o, W.C).

1<i<k

On a alors p({do}, W) = dx(go, W) qui est aussi vérifiée
pour tous les mots de longueur n+1.

o -
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Preuve

fOn a donc L(Ap)

AN

= {w € X" [ op(1Qo}, W) € Fp]
={w e X~ iD({qO}s w) N Fx # 0}
{w e X* [6n(q0, W) N Fn # 0}

o -
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nstruction d’un AEFD a partir d’un AEF
- -

o En pratique, quand c’est possible, on ne générera pas
2" états d’'un AEFD a partir des n états d’'un AEFND :
on se contentera de générer tous les etats accessibles

depuis {go}.

# La procédure de génération de tous ces états consiste
a maintenir 'ensemble Q des états qu’'on a généere mais
dont on a pas encore génére les successeurs.

s Au début, Q = {{go}}.

s Tant que Q n’est pas vide, on retire un état g de Q et
on ajoute a Q tous les états directement accessibles
depuis g et qui n'ont pas déja été générés
précedemment.

o -
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AEFND avec e-transitions

o .

o On peut étendre le modele de TAEFND en lui
permettant des e-transitions, c’est-a-dire des transitions
sans lecture de symbole.

® Lintérét est, une fois encore, de faciliter la construction
d’automates reconnaissant un langage donné.

o -
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AEFND avec e-transitions

o .

Un AEFND avec ¢-transitions est un quintuplet (Q, X, qo, 9,

Définition AEFND avec e-transitions

F) ou Q, %, qo, 0 et F ont la méme signification que pour un
AEFND mais oU ¢ est définie sur Q x ¥ U {e} — 2¢.

o -
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e-fermeture

o .

# Définition e-fermeture
Vg € Q, e-fermeture(q) est un ensemble d’états tel que :

s Q € e-fermeture(q).
s Sir e e-fermeture(q) alors {r € Q| r = d(r,e)} C
e-fermeture(q).

o -
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e-fermeture

o .

# Définition e-fermeture
Vg € Q, e-fermeture(q) est un ensemble d’états tel que :

s Q € e-fermeture(q).
s Sir e e-fermeture(q) alors {r € Q| r = d(r,e)} C
e-fermeture(q).

® Le-fermeture se définit aussi sur un ensemble d’états :

V' S C Q, e-Fermeture(S) = U e-fermeture(s)

o -
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e-fermeture

o .

# Définition e-fermeture
Vg € Q, e-fermeture(q) est un ensemble d’états tel que :
s Q < e-fermeture(q).
s Sir e e-fermeture(q) alors {r e Q | r = §(r,e)} C
e-fermeture(q).

® Le-fermeture se définit aussi sur un ensemble d’états :

V' S C Q, e-Fermeture(S) = LEJS e-fermeture(s)

# En d’autres termes, c-fermeture(q) est 'ensemble de
tous éetats accessibles depuis g en suivant une suite
d’e-transitions.

o -
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AEFND avec e-transitions

=

Définition Extension aux mots de la fonction de transition
extension aux mots § de la fonction de transition est
définie sur Q x ¥* — 29 avec :

® (q;, €) = e-fermeture(q;).

AN

® YweX*,VceX:ig,we)= |J efermeture(s(q;,

C)).

q; 65(q17w)

-
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Equivalence entre AEFD et c-AEFND
B o

# Bien que les e-AEFND aient l'air plus puissants que les
AEFD en terme de possibilité de reconnaitre un
langage, il s’avere que leur puissance leur est egale.

o -
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Equivalence entre AEFD et c-AEFND

f # Bien que les e-AEFND aient 'air plus puissants que IesT
AEFD en terme de possibilité de reconnaitre un
langage, il s’avere que leur puissance leur est egale.

® Tout AEFD est aussi un e-AEFND.

o -
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Equivalence entre AEFD et c-AEFND

f # Bien que les e-AEFND aient 'air plus puissants que IesT
AEFD en terme de possibilité de reconnaitre un
langage, il s’avere que leur puissance leur est egale.

® Tout AEFD est aussi un e-AEFND.

® Théoreme
Tout langage reconnu par un ¢-AEFND peut aussi étre

reconnu par un AEFD.

o -
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-

Preuve constructive : on va démontrer que si Ag = (Qg, X,

Preuve

=

0k, Jo, Fr) est un e-AEFND alors le langage qu’il reconnait
est aussi reconnu par 'AEFD Ap = (Qp, X, ép, 9p, Fp) ou :

K
9
K

Qp = 2Wn.
dp = e-fermeture(qp).

Fp est 'ensemble des états de Qp qui contiennent un
état de Fg, c-a-d les états dont l'intersection avec F
est non vide.

VS CQyetve e X dp(S,c) = e-Fermeture( | J dg(s, C)).

seS

-
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Preuve

o .

Démontrons d’abord que YW, dp(gp, W) = dx(do, W).
Preuve par récurrence sur |w| :

® Pour |w| =0, c-a-dw = ¢, dp(dp, €) = dx(qo, €) =
e-fermeture(qp).

# Posons que pour tout mot w de longueur n,

on a E\D(/C\]D, W) = EE(QQ, W) — {pl, P2, pk}
Ve € %, op(Qp, W.c) = dp(dp(Qp, W), C)

= op({pP1, P2, ---Pk}, C)
= e-Fermeture( |J Jg(p;, C))

1<i<k

) efermeture(§g(p;, €)) = dx(qo, W.C).
1<2<k

~» Onaalors dp(dp, W) = dp(do, W) qui est aussi vérifiée
pour tous les mots de longueur n+1.
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Preuve

-

On a donc L(Ap)

—{w € ¥* | 0p(qp, W) € Fp} (définition d’'un AEFD)
—{w e ¥* | op(ap, W) N Fpg # 0} (définition de Ag)

— {w € 3* |65(qo, W) N Fz £ 0} (démontré juste avant)
— L(Ap) (définition d’'un e-AEFND)

[]

o -
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Les langages réguliers/rationnels

o .

Le but de ce chapitre est de présenter
® les langages reguliers (ou rationnels),
® les expressions regulieres, qui sont leur representation,

# de montrer qu’ils constituent 'ensemble des langages
reconnaissables (par des AEFD)

o -
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Les langages rationnels

=

Définition Langages rationnels
Etant donné un alphabet X, les langages rationnels sont
des langages définis récursivement par :

o (), {e} etvc e 1, {c} sont des langages rationnels.

# SilL et L sontdes langages rationnels alors L U L, L.
et L* sont des langages rationnels.

-
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Expressions régulieres

o .

# Définition Expressions régulieres
Etant donné un alphabet X, les expressions régulieres
sur ¥ sont définies recursivement par :

s () est une expression réguliére représentant
I'ensemble vide.

s eetVc e X!, c sont des expressions réguliéres
représentant respectivement {¢} et {c}.

s Siretssont des expressions regulieres
représentant les langages R et S alors (r+s), (r.s) ou
(rs) et r* représentent respectivement les langages
RUS, R.S et R*.

o -

I5Langages formels, automates et grammaires formelles — p.47/9



Expressions régulieres

o .

# Définition Expressions régulieres
Etant donné un alphabet X, les expressions régulieres
sur ¥ sont définies recursivement par :

s () est une expression réguliére représentant
I'ensemble vide.

s eetVc e X!, c sont des expressions réguliéres
représentant respectivement {¢} et {c}.

s Siretssont des expressions regulieres
représentant les langages R et S alors (r+s), (r.s) ou
(rs) et r* représentent respectivement les langages
RUS, R.S et R*.

# Priorité : * est prioritaire sur . qui est prioritaire sur +.

o -
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Expressions régulieres

-

# On note r* I'expression r.r.

o -
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Expressions régulieres
f # On note r* I'expression r.r. T

# Définition Langage d’'une expression réguliere
Etant donné une expression réguliere r, L(r) désigne le
langage représenteé parr.

o -
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Propriétés
er,s,t : T

® r+s = s+r (commutativité de I'union)

® (r+s)+t = r+(s+t) (associativité de l'union)
® (r.s).t =r.(s.t) (associativité du produit)
9

r.(s+t) = r.s+r.t et (r+s).t = r.t+s.t (distributivité du produit
par rapport a 'union)

® 0 =¢, (r) =r* (e+n)* =r*, (r.s*)* = (r+s)*.

o -
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juivalence entre AEFD et langages régulic

o .

# Nous allons montrer que tout langage régulier est
reconnaissable par un AEFD
et qu'un AEFD ne peut reconnaitre qu'un langage
regulier.

# Pour ceci, il nous suffira de montrer que tout langage
regulier est reconnaissable par un AEFND avec
e-transitions (car on a déja vu I'équivalence avec un
AEFD)
puis que tout langage reconnaissable par un AEFD est
regulier.

o -
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Exp. reg. -> AEFD
-

Théoreme Tout langage défini par une expression
reguliere est reconnaissable par un AEFND avec
e-transition.

Preuve constructive : on montre comment créer
'automate a partir de I'expression réguliere.

Plus précisément, on montre que I'on peut construire
un AEFND avec e-transition tel que :

s aucun arc n’arrive vers son état initial

» aucun arc ne part de son unique état final.

Cette preuve se fait par induction sur le nombre k
d’opérateurs de I'expression réguliere.

-
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Induction (preuve) : cas de base

fPour k=0 : T



Induction (preuve) : cas de base

fPour k=0 : T

® () estreconnu par ({qo, ar}, £, 4, Qo, {ay})
avec ¢ définie nulle part.

o -
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Induction (preuve) : cas de base

fPour k=0 : T

® () estreconnu par ({qo, ar}, £, 4, Qo, {ay})
avec ¢ définie nulle part.

» {e} est reconnu par ({qo, ds}, =, 4, o, {d/})
avec 6(e) = qy-.

o -
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Induction (preuve) : cas de base

fPour k=0 : T

® () estreconnu par ({qo, ar}, £, 4, Qo, {ay})
avec ¢ définie nulle part.

» {e} est reconnu par ({qo, ds}, =, 4, o, {d/})
avec 6(e) = qy-.

» {c} est reconnu par ({qo, qs}, %, 6, do, {a/})
avec 6(c) = qy.

o -
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Induction (preuve) : cas général

o .

# Posons que le théoreme est vrai pour les expressions
avec au plus k opérateurs. Soit r une expression ayant
k opérateurs. Cette expression peut avoir 3 formes :

o =11+ 0.
e I'=r11.I.
s =17,

& Soient A; = (Q1, 21, 01, 1, {f1}) et Ay = (QQ, 219, 09, g2,
{f>}) tels que L(A1) = L(rq) et L(A2) = L(r2) et Q; et Qo
sont disjoints.

o -
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r=—1I1+D

o .

® Soit A= (Q; UQy U{qo, fo}, X1 U Xo, 0, qo, {fo}) ou ¢ est
défini par :
o 0(do, €) = {01, 92}
s Ve Q \{fi},vVce X U{e: (g, c) =d1(q, C).
s Vg e Qo \ {f2}, Vc € X5 U {€} : 4(q, €) = d2(q, C).
s O(f1, €) = o(f1, €) = {fp}.
® Soient A1 = (Ql, >, 01, 1, {fl}) et AQ — (QQ, Y9, VW €

AN AN

(31 U X0)*, {fo} € d(qo, W) si et seulement si {f1} € §(q1,

S

w) ou {f2} € (e, w) donc L(A) = L(A;) U L(Ay).

o -
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' =TI1.I'

o .

® Soit A= (Q;uUQq, X1 U329, 4, qr, {f2}) ou ¢ est défini
par :

s Vg e Q\ {f1}, Ve € X1 U{e} : d(q, c) = d1(q, ©).

s Vg e Qo \ {f2}, Vc € X9 U {€} : 6(q, €) = d2(q, C).

s O(f1, €) = {02}

AN

& Yw e (X1 U X9)*, d(q1, w) = {fo} si et seulement si 3w, €

AN AN

X1, dwg € X5 1w = wi.wy et 6(qy, wi) = {f1} et 5(q2, we)
= {f,} donc L(A) = L(A1).L(As).

o -
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>k

. .

o Soit A= (Q; U{qo, fo}, X1, 9, o, {fo}) ou ¢ est défini par

» 5((3](), 6) = (5(f1, 6) = {ql, f()}
s Vge Q \{fi},Vce X U{e: (g, c) =d(q,C).

AN S

® Yw e X%, vn>0, 6(qo, W") = {fo} si et seulement si §(q;,
w) = {f;} donc L(A) = L(A1)*.

o -
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Conclusion (preuve)

o .

On en déduit que le theoreme est aussi vrai si r possede k
opérateurs.]
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AEFD -> Exp. reg.

o .

® Théoreme
Tout langage reconnaissable par un AEFD est régulier.

® Preuve constructive, récursive

o -
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Preuve

=

f o Soitun AEFD A = ({qo, 91, ---0n}, =, J, Qo, F).
# On conS|dere les AEFD suivants :
vijk A% = ({qo, a1, ..ai} U{ai ai} B, 0,7, qi, {9,})
ou 5( ) est définie sur {qo, d1, ..-Qx} U {q:, 9} x X — {Jo,
qi, Qk} {di, 95} et Ve € X, Vq € {qo, a1, -..qQk} U {q;,
A}, 6§,";-><q, c) = §(q, c).

o -
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Preuve

=

f o Soitun AEFD A = ({qo, 91, ---0n}, =, J, Qo, F).
# On conS|dere les AEFD suivants :
vijk A% = ({qo, a1, ..ai} U{ai ai} B, 0,7, qi, {9,})
ou 5( ) est définie sur {qo, d1, ..-Qx} U {q:, 9} x X — {Jo,
qi, Qk} {di, 95} et Ve € X, Vq € {qo, a1, -..qQk} U {q;,
A}, 6§,";-><q, c) = §(q, c).

o A( ) est 'automate A

. qU| ne conserve que les états {qo, q1, ---Qx} U {q:, 9},
s qui a pour état initial g;
s et pour état final g;.

o -
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Preuve

=

# On va démontrer par récurrence sur k que Vi,},k, Lgl’? est
regulier.

(que c’est vrai pour k = -1, puis que si ¢c’est vrai pour k
> —1 alors c’est vrai pour k+1).

#® Appelons Lgfj) le langage {w € ¥* | 55’? (9:, W) = q,}-

-
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Preuve : cas ou k = -1

=

o Pourk = -1, A§;1) ne possede que les états q; et q;.

-
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Preuve : cas ou k = -1

=

o Pourk = -1, Ag,;l) ne possede que les états q; et q;.

® Sii=|, ilyaun seul état et LE;” = {e} U X* avec X
I'ensemble (éventuellement vide) de symboles
permettant les transitions de g; a q;.

-
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Preuve : cas ou k = -1

=

o Pourk = -1, Ag,;l) ne possede que les états q; et q;.

® Sii=|, ilyaun seul état et LE;” = {e} U X* avec X
I'ensemble (éventuellement vide) de symboles
permettant les transitions de g; a q;.

» Sii#jalorsL{" = (W uUX.Y*2)*X.Y* avec W, X, Y, Z

les ensembles (éventuellement vides) de symboles
permettant les transitions respectivement de g, a g;, de

qié.q]',de oF éq] et de g; é.qz

-
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Preuve : cas ou k = -1

=

Pour k = -1, Ag,;l) ne possede que les états q; et q;.

Sii=|,ilyaun seul état et ngl) = {e} U X* avec X
I'ensemble (éventuellement vide) de symboles
permettant les transitions de g; a q;.

Sii#jalors L} " = (WUX.Y*2)*X.Y* avec W, X, Y, Z

les ensembles (éventuellement vides) de symboles
permettant les transitions respectivement de g, a g;, de

qié.q]',de oF éq] et de g; é.qz

Dans tous les cas, L§;1) est bien un langage regulier.

Y

-
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Preuve : cas général

=

» Posons que L") est régulier.

# Lautomate Ag“j) possede I'état supplémentaire g, par

(k=1)

(2¥}

de LY, il nous faut rajouter les mots qui sont

reconnus si on passe par I'état g;,. On a alors 3 cas :

s |l n'existe pas de chemin partant de g;, menant a q;
et passant par gy.

s |l existe au moins un chemin partant de g;, menant a
g, et passant par g, et il n‘existe pas de circuit dans
'automate Ag‘? contenant q.

s |l existe au moins un chemin partant de g;, menant a
g; et passant par gy et il existe au moins un circuit

I5Langages formels, automates et grammaires formelles — p.62/9

rapport & A{"~"). Pour déduire le langage L\") & partir

Aanc 'airitamate A(k) ~conticnant A,



Cas 1

o .

# |l n'existe pas de chemin partant de q;, menant a q; et
passant par qy.

o -
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Cas 1

o .

# |l n'existe pas de chemin partant de q;, menant a q; et
passant par qy.

» Onaalors L") = L")

o -
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Cas 2

o .

» |l existe au moins un chemin partant de q;, menant a q;
et passant par g, et il n’existe pas de circuit dans

'automate A"/ contenant gj.

o -
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Cas 2

f # |l existe au moins un chemin partant de g;, menant a qu
et passant par g, et il n’existe pas de circuit dans

'automate A"/ contenant gj.

k—1 k—1 k—1
1) | (k1) | (kD)

(k) _y (
® OnaalorsL;/ =L L i

o -
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Cas 3

o .

» |l existe au moins un chemin partant de q;, menant a q;
et passant par g, et il existe au moins un circuit dans

'automate A"/ contenant gj.

o -
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Cas 3

f # |l existe au moins un chemin partant de g;, menant a qu
et passant par g, et il existe au moins un circuit dans

'automate A"/ contenant gj.
(73) _ L(’Z—l)_(L(k—l))*_L(kfl) O LD

» Onaalors L} i k ok k.j i,

o -
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Preuve : conclusion

o .

# Dans tous les cas L,E’j.) est regulier.

o -
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Preuve : conclusion

Dans tous les cas L,f’;.) est regulier.

_e langage de 'automate A est I'union des langages

_(()Z.) pour toutes les valeurs de j telles que q; € F. Ce

angage est donc régulier. [

-
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Preuve : conclusion

. -

# Dans tous les cas L") est regulier.

1,
# Lelangage de 'automate A est I'union des langages

_(()Z.) pour toutes les valeurs de j telles que q; € F. Ce

angage est donc régulier. [

o Cette preuve indigue un moyen de déduire I'expression
reguliere du langage reconnu par un AEFD. Il existe
une méthode plus pratique d’arriver au méme résultat.

-
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Méthode par élimination d’état

o .

# I|dée : éliminer un par un les états internes (ni initial ni
finaux) d'un AEFD pour produire finalement un AEFD
équivalent

s qui ne contient plus d’'état interne

s et dont les arcs sont étiquetés par des expressions
régulieres.

o -
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Méthode par élimination d’état

o .

# I|dée : éliminer un par un les états internes (ni initial ni
finaux) d'un AEFD pour produire finalement un AEFD
équivalent

s qui ne contient plus d’'état interne
s et dont les arcs sont étiquetés par des expressions
réegulieres.

o Deépart : remplacer les étiquettes "a,b,c,..." par des
expressions régulieres "a+b+c+...".

o -
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Méthode par élimination d’état

=

Idée : éliminer un par un les états internes (ni initial ni
finaux) d'un AEFD pour produire finalement un AEFD
équivalent

s qui ne contient plus d’'état interne

s et dont les arcs sont étiquetés par des expressions
régulieres.

Départ : remplacer les étiquettes "a,b,c,..." par des

expressions régulieres "a+b+c+...".

Pour éliminer un état s, il faut considerer les
prédécesseurs qi, dq, ...4, de s et les successeurs pq,

P2, ...Pm de S.

Vi,], on remplace les arcs (q;,s) etiqueté X, (s,s) étiquete
Y, (s,p;) étiquete Z et (q;,p;) étiqueté W par un arc J
(9s,p;) étiqueté X.Y*.Z+W.
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Langages non rationnels

o .

# Tous les langages ne sont pas réguliers. Nous allons
vOir un moyen de démontrer que certains langages ne
sont pas reguliers grace au lemme du facteur itérant.

#® Lemme Lemme du facteur itérant
Pour tout langage régulier L, il existe une constante n
(dependant de L) telle que pour tout mot w de L de
longueur supérieure ou é€gale a n, il existe les mots x, y
et z tels que (1) W = x.y.z, (2) y # ¢, (3) [x.y| < n et (4)
vk>0: x.y*.z € L.

o -
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Preuve du lemme

o .

J

# Soit L un langage rationnel et un AEFD A = (Q, X, 6, qo
F) qui reconnait L. Soit n le nombre d’états de A. Soit
W=C1Cs...C;, un mot de L tel que Vi c; € X et m>n.

# |l existe forcement deux valeurs i etjtellesque 0 <i < |

< n et g((](), C1C2...C;) = g(q(), C1C2...C;) car il y a moins
d’'états dans 'automate que de facteurs gauches dans
W.

® SoitX =Cg...Cj, Y = Cj41...C; €1 Z = Cj41...Cp. On a bien
W=XJVYZzZ y#e(cari<j),|xy| <n(carj<n)etx.y*.zc
L (car vk, 3(qi, ) = 6(qi, ¥¥)). O

o -
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-

# Ce lemme signifie que, dans tout langage rationnel, il

Intéret du lemme

=

existe une taille n de mot telle que tous les mots de taille
superieure possede un facteur non vide qui, s’l
apparaissait plusieurs fois a cet endroit dans le mot (au
lieu d’'une seule fois), ferait que le mot appartiendrait
encore au langage.

On utilise en général le lemme du facteur itérant pour
montrer qu’un certain langage L n’est pas rationnel : il
faut montrer que quel que soit n, on peut trouver un mot
W qui dépend de n et est de la forme w = x.y.z ou |X.y| <

n ety # ¢ mais qu'’il existe une valeur k telle que x.y*.z

7 L.

-
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Exemple

=

Démontrons que L = {a”*b"™ | m>0} n’est pas regulier.

Si L était régulier, il existerait une constante n tel que
pour tout mot w de L, on aurait w qui répond aux
criteres donnés dans le lemme du facteur itérant.

Or, si on choisit w = a"b"™, qui est de longueur supérieure a
n, sachant qu’il faut que w = x.y.z, que |x.y| < nety ¢, 0na
forcément x.y qui ne contient que des symboles a et z
qui contient n symboles b (et peut-étre des symboles a
devant).

Donc, il est faux que v k>0, on a x.y*.z € L : par

exemple, pour k=0, on a x.y".z = x.z qui contient au
maximum n-1 symboles a et exactement n symboles b
donc il n'appartient pas a L. J
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Machine de Turing

o .

# Une machine de Turing (MT) est une machine abstraite
qui permet de modeliser un ordinateur : les calculs
gu’ils peuvent effectuer sont les mémes.

o -
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Machine de Turing

f #® Une machine de Turing (MT) est une machine abstraiteT
qui permet de modéliser un ordinateur : les calculs
gu’ils peuvent effectuer sont les mémes.

# Une MT est en quelgue sorte un automate d’états finis
qui lit et écrit des symboles sur les cases d'un ruban de
longueur infinie et peut potentiellement changer le sens de
sa lecture (déeplacement d’'une case vers la gauche ou
vers la droite) apres chaque lecture de symbole.

o -
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MT : définition informelle

o .

# Une MT peut se voir comme etant composé d’'un
systeme de contrdle, d’'une téte de lecture/ecriture et
d'un ruban de longueur infini.

o -

I5Langages formels, automates et grammaires formelles — p.73/9



MT : définition informelle

o .

# Une MT peut se voir comme etant composé d’'un
systeme de contrdle, d’'une téte de lecture/ecriture et
d'un ruban de longueur infini.

# Le systeme de contrble détermine

s Ce que sera le prochain état de la machine en
fonction de I'état courant et du symbole du ruban
pointé par la téte de lecture,

s ce que sera le symbole qu’il faudra écrire a
I'emplacement pointé par la téte de lecture

s dans quel sens (une case a gauche ou a droite)
déplacer la téte de lecture.

o -
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MT : définition informelle

o .

# Une MT peut se voir comme etant composé d’'un
systeme de contrdle, d’'une téte de lecture/ecriture et
d'un ruban de longueur infini.

# Le systeme de contrble détermine

s Ce que sera le prochain état de la machine en
fonction de I'état courant et du symbole du ruban
pointé par la téte de lecture,

s ce que sera le symbole qu’il faudra écrire a
I'emplacement pointé par la téte de lecture

s dans quel sens (une case a gauche ou a droite)
déplacer la téte de lecture.

# Initialement, la téte de lecture pointe sur le 1er symbole
d’'une suite finie de symboles encadrée a gauche et a
L droite par deux suites infinies de cases vides. J
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MT : définition formelle

Définition Une machine de Turing est un septuplet
M = (Q, >, T, (5, do, D, F) ou :

e o0 0

L 3 B

Q est 'ensemble des états de la machine.
3. est 'ensemble des symboles d’entrée de la machine.
" est 'ensemble des symboles du ruban. X C T".

d estdéfiniesurQ xI' - Q x I x {«, —} telle que 4(q,c) = (q’,c’, D) avec

® (¢, le nouvel état de la machine,

® ' le symbole qui remplace ¢ sur le ruban

® D=+« ou—, lesens de déplacement de la téte de lecture (gauche ou droite).

go est I'état initial.
[1 e I" est le symbole de la case vide.

F est 'ensemble des états finaux.

-
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Représentation de I’état global d’une M1
- -

On indique par ¢;Cs...C;_1qC;...Ci

# que le ruban contient le mot c;...c;, encadre par des
cases vides

# tandis que le systeme de contrble se trouve dans |'état
q
# et que la téte de lecture pointe sur c;.

o -
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Succession d’états globaux d’une MT

o -

® agpf F o’'q’s’ désigne une transition elementaire de |'état
global aqi a I'état global o’'q’3’
s par la lecture du premier symbole de 73,
s son remplacement par un nouveau symbole

s et un déplacement de la téte de lecture a gauche ou
a droite.

o On désignera par + la fermeture transitive et réflexive
de .

o -
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Langage reconnu par une MT

=

Définition Le /langage reconnu par une machine de Turing M

est L(M) ={w € ¥* | qow |i agl avec g € F et a,0 € I'}.

-
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Le langage L = {a""b™ | n > 1} est reconnu par la machine

Exemple

=

de Turing M = ({qo, 91, 92, 43, A4}, {3, b}, {a, b, A, B, [}, 4,
do, O, {g4}) avec ¢ définie par la table de transition suivante :

0 a b A B []
—Qo || (91, A, =) (g3, B, —)

dr || (@1, @, —) | (92, B, <) (a1, B, —)

dz2 || (92, @, <) (o, A, —) | (92, B, <)

a3 (@3, B, =) | (qs4, 0, =)
Q4

-
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Les grammaires formelles

o .

#® Les grammaires formelles sont un autre moyen (que les
machines abstraites) de représenter des langages
formels.

# Elles indiguent comment on peut générer tous les mots
du langage qu’elles modélisent.

# Historiguement, elles ont été définies par Chomsky
pour repreésenter la structure des langues naturelles.

o -
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Relations

o .

# On note a — b le fait gu'un couple (a,b) est élément
d’'une relation binaire.

o -
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Relations

o .

# On note a — b le fait gu'un couple (a,b) est élément
d’'une relation binaire.

® Définition Fermeture d’'une relation |
Soit — une relation binaire sur ExE. On définit = par :
0
— = {(x,x) | x € E}

1—1
>

etVi >0, —» = o)

o -
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Relations

On note a — b le fait qu'un couple (a,b) est élément
d’'une relation binaire.

Définition Fermeture d’'une relation
Soit — une relation binaire sur ExE. On définit = par :

9, _ {(xx) | x € E}

) —1
etVi >0, - = —0
Définition Fermeture transitive == de la relation — :
I
i>0

Définition Fermeture transitive et réflexive = de la

(]

relation — : 5 = |J —.

1>0
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Systemes de réécriture

o .

# Définition Systeme de reécriture
Un systeme de réecriture défini sur un alphabet X est
une relation finie R incluse dans X* x X*.

o Ce systeme induit une relation — définie ainsi :

R
— = {(W, W) €T x £ [ u,v € B 1w = uxv et w' = uyv
et (x,y) € R}.

o -
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Systemes de réécriture

=

Définition Systeme de réécriture
Un systeme de réecriture défini sur un alphabet X est
une relation finie R incluse dans X* x X*.

Ce systeme induit une relation - définie ainsi :

?Z{(W,w’)ez*xz*\Hu,veZ*:WZUXVGtW’ZUyV

et (x,y) € R}.

Les couples de - sont tous ceux qui s’obtiennent a

partir de tout couple de R en ajoutant le méme préfixe et le
méme suffixe au 1¢" et au 2¢ élément du couple de R.

Ex : le systeme R = {(aa, bb)} défini sur X = {a, b}

Induit la relation == {(aa, bb), (aaa, abb), (aaa, bba),

(baa, bbb), (aab, bbb), (aaaa, aabb), ...}. .
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yst. de réécriture pour générer un langag

o .

# Un systeme de réecriture R permet de générer un
langage L a partir d’'un ensemble A C ¥* ainsi :

L:{W’EZ*\HWEAZW%W’}.

o -
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yst. de réécriture pour générer un langag

o .

# Un systeme de réecriture R permet de générer un
langage L a partir d’'un ensemble A C ¥* ainsi :

L:{W’EZ*\HWEAZW%W’}.

#® Ex: X ={a, b}, R={(ab, aabb)} et A = {ab} permet de

générer L = {w € ©* | ab iR> w} = {a"b” | n>0}.

o -
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t. de réécriture pour reconnaitre un lang

-

# Un systeme de réecriture R permet de reconnaitre un
langage L a partir d’'un ensemble F C ¥* ainsi :

L:{weZ*\Hw’eF:w%w’}.

o -
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t. de réécriture pour reconnaitre un lang

-

# Un systeme de réecriture R permet de reconnaitre un
langage L a partir d’'un ensemble F C ¥* ainsi :

L:{weZ*\Hw’eF:w%w’}.

» Ex:¥={a, b p a}, R={(pa, 9), (qa, p), (q, b)} et F =
{b} permet de reconnaitre L = {w € ¥* | w % b} = {b} U

{pa*"*!|n>0}u{ga* | n > 0}.

o -
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Grammaires formelles

=

Définition Grammaire
Une grammaire est un quadruplet (N, T, P, S) ou :

# N est un ensemble fini de symboles dits non terminaux.
En pratique, on notera ces symboles en majuscules.

-
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Grammaires formelles

=

Définition Grammaire
Une grammaire est un quadruplet (N, T, P, S) ou :

# N est un ensemble fini de symboles dits non terminaux.
En pratique, on notera ces symboles en majuscules.

# T est un ensemble fini de symboles dits terminaux.

OnaTnN=40.
En pratique, on notera ces symboles en minuscules.

o -
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Grammaires formelles

=

Définition Grammaire
Une grammaire est un quadruplet (N, T, P, S) ou :

# N est un ensemble fini de symboles dits non terminaux.
En pratique, on notera ces symboles en majuscules.

# T est un ensemble fini de symboles dits terminaux.

OnaTnN=40.
En pratique, on notera ces symboles en minuscules.

# P est un ensemble fini de regles de production de la
forme:a — pfouae (NUT)".N.(NUT)* et
ge(NUT)*.

o -
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Grammaires formelles

=

Définition Grammaire
Une grammaire est un quadruplet (N, T, P, S) ou :

# N est un ensemble fini de symboles dits non terminaux.
En pratique, on notera ces symboles en majuscules.

# T est un ensemble fini de symboles dits terminaux.
OnaTnNnN=04(.
En pratique, on notera ces symboles en minuscules.

# P est un ensemble fini de regles de production de la
forme:a — pfouae (NUT)".N.(NUT)* et
ge(NUT)*.

# S est un symbole de N appelé axiome.

C’est le point de départ de la grammaire.

o -
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Notation compacte

o .

# On peut noter de maniere compacte un ensemble de
regles de la forme
a— B,a—3,a— 03", ..
ainsi :
a — B16'68"]....

® Ex:G=(S,A,B},{a,b},PLS)ouP={S—A S— B,
A—aA, A—a B — bB,B — b}
={S—A|B,A—aA|a,B— bB|Db}.

o -
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Notation en informatique

o .

# En informatique, la notation des grammaires change
ainsi :
s Un terminal est une suite de caracteres.

o Un non terminal est une suite de caracteres entre <
et >.

s = est utilisé a la place de —.
s <> est utilisé a la place de .
® EX: <Conditionnelle> ::= if (<Test>)

<Instruction> | if(<Test>) <Instruction>
else <Instruction>

o -
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Dérivation

o .

® Définition Dérivation
Une dérivation est I'application d’'une regle de
production a un mot.

# On note «a 55 3, la dérivation qui permet de substituer

un facteur de « égal a la partie gauche de la régle R par
la partie droite de R pour former g.

o -
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Dérivation

=

Définition Dérivation
Une dérivation est I'application d’'une regle de
production a un mot.

On note « 55 3, la dérivation qui permet de substituer
un facteur de « égal a la partie gauche de la régle R par
la partie droite de R pour former (.

On note (%) la fermeture transitive de = sur P

Ex:S = gaaacarS = A = aA = aaA =
(@) (S—A) (A—dA) (A—aA) (A—a)

dadad.

-
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Langage engendré par une grammaire

o .

# Définition Langage engendré par une grammaire
Le langage L(G) engendré par une grammaire
G = (N, T, P, S) est défini par

L(G) ={we TS = wl.
(G) ={ | % }

o -
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Langage engendré par une grammaire

o .

# Définition Langage engendré par une grammaire
Le langage L(G) engendré par une grammaire
G = (N, T, P, S) est défini par

L(G) ={we TS = wl.
(G) ={ | % }

o Ex:Lelangage engendré par la grammaire
G=({S,A B},{ab},PS)ouP={S—A|B,A—aA|
a, B— bB | b} est
L(G) ={a"| n> 1} u{b™ n > 1}.

o -
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Langage engendré par une grammaire

-

# Définition Langage engendré par une grammaire

-

Le langage L(G) engendré par une grammaire
G= (N, T, P S) est défini par

L(G) ={we TS = wl.
(G) ={ | % }

Ex : Le langage engendré par la grammaire
G=({S,A B},{ab},PS)ouP={S—A|B,A—aA|
a, B— bB | b} est

L(G) ={a"| n> 1} u{b™ n > 1}.

Définition Langage élargi engendré par une grammaire
Le langage L(G) engendré par une grammaire

G= (N, T, P, S) est défini par :

LG)={we (NUT)*| S = w}.

(©) .
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Typologie des grammaires

o .

#® En posant des restrictions sur les regles de production,
on peut imposer aussi des restrictions sur les langages
engendrés par les grammaires résultantes.

# Le but de ces restrictions est genéralement d’obtenir
des grammaires dont les algorithmes associés
(décision, génération, ...) sont plus efficaces.

# Les quatre differents types de grammaire definies par
Chomsky sont :
s Les grammaires non restreintes (type 0).
s Les grammaires contextuelles [context-sensitive]
(type 1).
» Les grammaires hors contexte [context-free] (type 2).
L s Les grammaires régulieres (type 3). J
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Grammaires non restreintes

f # |l n’y a aucune restriction sur P. T
Reglesdelaforme:a — gouae (NUT)* N(NUT)*

etge (NUT)".

®» ExX:G=(S, TR, A C},{a,b,c},P,S)oup={S — TA,
T — albR | ¢ Rb — bR, RA — Ac,cC — ¢, A — ¢}

o -
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Grammaires contextuelles

Les régles o — (3 sont telles que o = wXw' et § = wow’
avec XeN,aetpge(NuT)*etve (NUT)™.

Par ailleurs, on peut ajouter la regle S — ¢ a condition
gu’il n’existe aucune autre regle ou S apparait a droite.

Ex:G=({S, X, Y},{a,b,c}, P, S)oup={S— aSXY |
axXyY, aX — ab, bX — bb, bY — bc, cY — cc}.

On ne peut appliquer une regle de production pour
remplacer un non terminal que si son
environnement/contexte correspond a la partie gauche
de la regle.

-
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Grammaires hors contexte

Les regles o — 3 sont tellesque a e Net 3 € (NU T)*. T

Ex:G= (S, A},{a,b,c},P,S)ouP ={S — aSb | abA,
A — cB, B — Db}.

Contrairement aux grammaires contextuelles, on n’a
pas a se soucier de I'environnement d’un non terminal
pour lui appliquer une regle.

Ces grammaires permettent d’engendrer la plupart des
langages de programmation existants.

-
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Grammaires régulieres

o .

® lesregles sontde laforme A — w | wB (linéaire a
droite) ou A — w | Bw (linéaire a gauche) ou AetB € N
etweT.

® Ex:G=({S,A},{a, b}, P, S)ouP ={S — aS | b}.
o Ces grammaires sont utilisees pour I'analyse lexicale.

o -

I5Langages formels, automates et grammaires formelles — p.93/9



Type d’un langage

o .

# On démontre (pas dans le cadre de ce cours) que
I'ensemble des langages générés par les grammaires
de type ¢ inclut strictement 'ensemble des langages
généres par les grammaires de type 7 — 1.

# Définition Type d'un langage
Un langage est de type i s'il existe une grammaire de
type i qui 'engendre mais qu’il n'existe pas de
grammaire de type 7 + 1 qui puisse I'engendrer.

o -
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Equivalence entre AEFD et grammaire réguliere

o .

Langage formel | Machine abstraite Grammaire

recursiv. énum. | Machines de Turing | non restreintes
contextuels MdT bornées linéair. | contextuelles
hors contexte Automates a pile hors contexte
rationnels Automates régulieres

o -
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Grammaire réguliere — AEFD

® Theéeoreme T

Tout langage engendre par une grammaire réguliere est
reconnaissable.

Idée de la preuve: il faut montrer que le langage
engendré par G = (N, T, P, S) linéaire a droite est
reconnupar A= (Q, T,9, S, {¢) avec :
s Q contenant S et tous les suffixes des parties droites
de regles de P
s 0 définie par :
s SIAEN, A, ¢)={a|(A— a) P}
s siceTetaeT"uUT*.Nalors é(c.a, c) ={a}.
Cela se fait en montrant, par induction sur la longueur
d’'un chemin dans l'automate, que Yw € T* : a € §(S, w)

= S = wa. J
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Cas d’une grammaire réguliere linéaire a gauche

o .

Pour une grammaire linéaire a gauche, il suffit :

# d’inverser I'ordre des symboles dans les parties droites
des regles afin d’obtenir une grammaire reguliere
linéaire a droite Qui engendre le méme langage mais
avec tous les mots inversés,

o -
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Cas d’une grammaire réguliere linéaire a gauche

o .

Pour une grammaire linéaire a gauche, il suffit :

# d’inverser I'ordre des symboles dans les parties droites
des regles afin d’obtenir une grammaire reguliere
linéaire a droite Qui engendre le méme langage mais
avec tous les mots inversés,

# de construire 'automate correspondant selon la
méthode précédente,

o -
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Cas d’une grammaire réguliere linéaire a gauche

o .

Pour une grammaire linéaire a gauche, il suffit :

# d’inverser I'ordre des symboles dans les parties droites
des regles afin d’obtenir une grammaire reguliere
linéaire a droite Qui engendre le méme langage mais
avec tous les mots inversés,

# de construire 'automate correspondant selon la
méthode précédente,

# d’inverser le sens des arcs de |'automate et d’échanger les
roles de I'état initial et de I'état final, afin d’obtenir un
automate qui reconnait le langage originel.

o -
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Automate — grammaire réguliere
f ® Theéoreme T
Tout langage reconnaissable est engendrable par une
grammaire reguliere.
# |dée de la preuve : a partirde A = (Q, X, 6, qo, F),

» Si gy n'est pas un état final, on définit la grammaire G
= (Q, X, P, q¢) ou P est constitué des regles
s q— C.q quandd(g,c) =q
s (en plus) g — c quand 4(q,c) € F.

s Siqp € FalorsonrajoutelaregleS —qp|eetS
devient 'axiome de la grammaire (a la place de qq).

o -
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